Про lp-розв'язки різницевого рівняння з операторними коефіцієнтами by Городній, М.Ф. & Ющенко, Г.Ю.
УДК 517.98
© 2008
М.Ф. Городнiй, Г.Ю. Ющенко
Про lp-розв’язки рiзницевого рiвняння з операторними
коефiцiєнтами
(Представлено членом-кореспондентом НАН України М.О. Перестюком)
We obtain a criterion for solutions of a linear diﬀerence equation with operator coeﬃcients to
be p-th power summable.
1. Формулювання основного твердження. Нехай B — комплексний банахiв простiр
з нормою ‖ · ‖ та нульовим елементом 0; L(B) — банахiв простiр усiх лiнiйних обмежених
операторiв, що дiють iз B у B.
Покладемо
l∞(B) :=
{
x = {xn : n ∈ Z} | ‖x‖∞ := sup
n∈Z
‖xn‖ <∞
}
i при p ∈ [1;∞)
lp(B) :=
{
x = {xn : n ∈ Z} | ‖x‖p :=
(∑
n∈Z
‖xn‖
p
)1/p
<∞
}
.
Зауважимо, що для кожного p ∈ [1;∞] lp(B) є комплексним банаховим простором з по-
координатним додаванням елементiв i множенням на комплексний скаляр i нормою ‖ · ‖p.
Нехай {An : n ∈ Z} — такий набiр oператорiв iз L(B), що
∑
n∈Z
‖An‖ < ∞, A : D ⊂ B →
→ B — лiнiйний оператор з непорожньoю резольвентною множиною ρ(A). Вiдзначимо, що
тодi оператор A замкнений. У данiй роботi дослiджується питання про iснування та єдинiсть
розв’язку x = {xn : n ∈ Z} рiзницевого рiвняння
Axn =
∑
k∈Z
Akxn+k + yn, n ∈ Z, (1)
у просторi lp(B) при фiксованому p ∈ [1;∞). Тут y = {yn : n ∈ Z} — заданий елемент
з lp(B). Аналогiчне питання вивчалось в [1, 2] для випадку p = ∞ та в [3, 4] для випадку
p ∈ [1;∞) i рiвняння
xn+1 = Axn +A1xn−1 + · · ·+Amxn−m + yn, n ∈ Z.
Про застосування рiзницевих рiвнянь вигляду (1) див. [2, 3].
Покладемо S := {z ∈ C | |z| = 1}, f(z) :=
∑
n∈Z
Anz
n, z ∈ S. Основний результат цiєї
роботи мiстить теорема 1.
Теорема 1. Наведенi нижче твердження еквiвалентнi.
a1) Для деякого p ∈ [1;∞] рiзницеве рiвняння (1) має для кожного y ∈ lp(B) єдиний
розв’язок x у просторi lp(B).
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a2) Для кожного z ∈ S оператор A − f(z) неперервно оборотний.
a3) Твердження a1 виконується для кожного p ∈ [1;∞].
2. Допомiжнi результати. У подальшому використовуються такi леми.
Лема 1. Для того щоб рiзницеве рiвняння (1) мало для кожного y ∈ l∞(B) єдиний
розв’язок x у просторi l∞(B), необхiдно i достатньо, щоб виконувалося твердження a2
теореми 1.
Доведення. Необхiднiсть справджується внаслiдок леми 1 роботи [1]. Для перевiрки
достатностi досить скористатися мiркуваннями, аналогiчними наведеним при доведеннi iм-
плiкацiї теореми 1 iз [1]. Лему 1 доведено.
Нехай {En : n ∈ Z} — такий набiр операторiв iз L(B), що CE :=
∑
n∈Z ‖En‖ < ∞.
Зафiксуємо p ∈ [1;∞]. Покладемо для кожного x ∈ lp(B)
Epx =
{
(Epx)n =
∑
k∈Z
Ekxn+k : n ∈ Z
}
.
Неважко переконатися, що справджується таке твердження.
Лема 2. Ep : lp(B) → lp(B) — лiнiйний обмежений оператор i ‖Ep‖ 6 CE.
Правильнiсть наведеної нижче леми перевiряється тим же методом, що й леми 4 iз [5].
Лема 3. Якщо для деякого q ∈ [1;∞] оператор Eq неперервно оборотний, то для кож-
ного p ∈ [1;∞] оператор Ep також неперервно оборотний.
3. Доведення теореми 1. Досить довести еквiвалентнiсть твердження a1 при фiксо-
ваному p ∈ [1;∞] та a2.
Для кожного u, що належить областi визначення D оператора A, покладемо ‖u‖D :=
= ‖u‖+ ‖Au‖. Тодi (D, ‖ · ‖D) — комплексний банахiв простiр. При p ∈ [1;∞] простiр lp(D)
визначимо аналогiчно до lp(B). Зафiксуємо λ ∈ ρ(A) i покладемо T := (A − λI)
−1.
Зафiксуємо p ∈ [1;∞). Внаслiдок леми 2 оператор G : lp(B) → lp(B), який визначається
за правилом
Gx =
{
(Gx)n =
∑
k∈Z
Akxn+k : n ∈ Z
}
, x ∈ lp(B),
є лiнiйним i обмеженим. Покладемо Ax = {(Ax)n = Axn : n ∈ Z} для кожного x ∈ lp(D). Не-
важко переконатися, що A : lp(D) → lp(B) — лiнiйний обмежений оператор. Тому оператор
G : lp(D) → lp(B), визначений спiввiдношенням Gx = Ax − Gx, x ∈ lp(D), також лiнiйний
i обмежений, а отже, з урахуванням теореми Банаха про обернений оператор, твердження a1
виконується тодi i тiльки тодi, коли оператор G неперервно оборотний.
Нехай T x = {(T x)n = Txn : n ∈ Z}, x ∈ lp(B). Mожна перевiрити, що T : lp(B) → lp(D),
T — лiнiйний, обмежений та неперервно оборотний оператор. Тому оператор G неперервно
оборотний у тому i тiльки в тому випадку, коли є неперервно оборотним оператор T G, тобто
коли для кожного v ∈ lp(D) рiзницеве рiвняння
TAun =
∑
k∈Z
(TAk)un+k + vn, n ∈ Z, (2)
має єдиний розв’язок у просторi lp(D).
Скориставшись теоремою Банаха про обернений оператор та лемою 3, робимо висновок,
що для виконання останнього твердження необхiдно i достатньо, щоб рiвняння (2) мало
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для кожного v ∈ l∞(D) єдиний розв’язок u в просторi l∞(D). Тому, з урахуванням леми 1,
оператор G неперервно оборотний тодi i тiльки тодi, коли для кожного z ∈ S є неперервно
оборотним оператор
TA−
∑
k∈Z
TAkz
k = T (A− f(z)).
Вiдзначимо, що oператор T : B → D лiнiйний, обмежений i неперервно оборотний. Тому
T (A− f(z)) неперервно оборотний для кожного z ∈ S тодi i тiльки тодi, коли виконується
твердження a2.
При p = ∞ твердження a1 та a2 еквiвалентнi внаслiдок леми 1. Теорему 1 доведено.
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Функцiонально-дискретний метод розв’язування задач
на власнi значення для нелiнiйних диференцiальних
рiвнянь
A new functional-discrete method to solve eigenvalue problems for ordinary diﬀerential ope-
rators of the Schro¨dinger type with nonlinear potentials is proposed. The method approxi-
mates both eigenvalues and eigenfunctions superexponentially. The eﬃciency of the method
is illustrated by several numerical experiments.
Розглядається задача
u′′(x) + [λ−N(x, u(x))]u(x) = 0, x ∈ (0, 1), (1)
u(0) = 0, u′(0) = M, u(1) = 0, (2)
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